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Au七horstaked no七ice 七ha七 bufferlayer existed in七he
range 5<wホy/ν<70in a smooth circular pipe， in七roduced
七heamendable coefficien七 expressedviscous effec七 in七o
七heReynolds equation and solved numerically the differen-
七ialequation. Supposing tha七 veloci七Ydis七ribu七ionwhich 
were far from七hesolid wall had七obecome logari七hmic
dis七ribu七ion，七heresults agreed good with七heprevious 
experimen七sof velocity profile，veloci七ydefec七 lawand 
七urbulen七 shearings七ressby Nikuradse e七 al.
1 まえがき
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円管内の乱流についての研究は，多くの研究者によって詳細に調べられ，乙れらの成果は工学上
広く応用されている。管摩擦係数についても多くの成果が報告されているが，中でもブラジウスの
実験式やプラントル・カノレマンの公式は極めて重要なものである。しかしながら，理論的な面から
考察すると，乱流という統計的要素を含んでいるため，必ずしも十分なものとはいえない。
流れを正確に把握するためには，レイノルズ方程式を，できるだけ忠実に解く必要があり，乙の
ためにはレイノルズ応力のモデルが重要な問題となってくる O プラントルの提案した混合距離モデ
ルを用い， e=kyとおけば壁近傍だけでなく，管中心まで対数速度分布がなりたつ。壁のごく近
傍では，粘性の影響が無視できなくて，適当な修正がほど乙される O これについては， Van 
Dvies七(1)の補正式が有名である。菱田ゆらも同じ観点に立って渦動粘度を用いて，普遍速度分布
を求めている。しかし，速度分布等の詳細については論じていない。
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管壁近傍では流れは層流をなし，管壁から遠ざかると次第に乱流になる。それゆえ，円管内のせ
その値は運動方程式より (l-y/a)τwとん断応力は層流せん断応力と乱流せん断応力との和で，
与えられる。管壁近傍では，せん断応力は近似的にτwと与えられるが，プラントルらは管中心まで，
せん断応力をτwで近似している。乙れには明らかに論理の飛躍があると思われる。
以上の観点に立って，我々はレイノルズ方程式を忠実に解析することを試みた。一方，壁近傍で
は粘性効果が大きく，壁から離れるに従ってレイノルズせん断応力のみが作用する乙とから，粘性
効果を表わす修正係数を方程式中に導入する ζ とにした。すなわち，層流底層から普遍速度分布の
5 <w *y /ν< 70である乙とに注目して，修正係数が決定された。
また，混合距離として 3種類のモデルを選び，この方程式を数値解析した。乙の中から，遷移層か
ら乱流域まで従来の実験結果とよく一致し，普遍速度分布になるものを選ぶと，速度分布並びに管
摩擦係数について，極めて満足すべき結果が得られた。本報告は速度分布についてのべる。
なり立つまでの遷移層の厚さが，
号
U， W 半径方向r及び軸方向Zの速度成分の時間的平均値
uぺず;半径方向r及び軸方向Zの変動速度成分
? ?? ?
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Wm;管中心の最大速度
W 育/W*
育;平均流速
τW'壁面せん断応力
W' = w' /W* 
W* 管摩擦速度(=(τw/ρ) 1/2 ) 
W = w/w* 
Wm; wm/w* 
u' ; u' /w寧 ;壁面からの距離Y 
y ; = y/a a 円管半径
R*; = aw本/ν
Re;レイノルズ数
A 
;混合距離
X = yw*1ν 
4 
;管摩擦係数α;修正係数
レ;動粘度
基礎方程式3 
z ) 円柱座標(r， Q" 十分発達した円管内の定常流れの連続の式並びにレイノルズ方程式は，
を用いると次式で与えられる。
…(1) 。(ru)/ a r+θ(rw)/θz=O 
-・ (2)互主 +w~W=_l ~P 十日2W _ ~W'2 1 a(rw'ul ) ar ' " az ρa z ' "， vv a z r a r
U ニ O及びW'2のZ方向の変化はないと考えられるから，式(1)を考慮すると式(2)は次式と
_ d(!:.亙宣之 +ν丘一(r担)-主主主=0
d r ¥ ~ dr ρdz 
乙乙で，
なる o
-・ (3)
r=Oの境界条件を用いると，rで積分し，
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一一~， dw r dp -w'u' +ν一一一一一一=0 ………...........…・・・…H ・H ・-….....・H ・-…・・ (4)
dr 2ρdz 
円管内のつり合いの式から，
τw = ( a/2) (-d P / dz) .・H ・..………...・H ・.，……...・H ・H ・H ・..……・H ・H ・H ・H ・.… (5)
式(5)を(4)1乙代入し，整理すると，
'u' νdw . r -ー すー+一一方一一+-=0 ………...・H ・..…………………………………...・H ・.… (6)w*~ w*~ dr a 
いま，レイノルズ応力を混合距離を用いて表わすと，
? ， ，
? ??
??
?
?? ??????
?
?
?
??
??
? ??? ???? ?
式(7)を(6)に代入し，変数rをy(二 a-r)に変えて無次元化すると次式を得る。
e ~ ，2 I dw ，2 . dw x 、(~ 凡r(一一)+一一 ( 1 ー )ニ O ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ (8) 
dx' dx R*' 
上式の第 l項及び第 2項は，それぞれ乱流及び層流の応力を表わす。
乙乙で粘性効果を考慮して，修正係数αを導入し，式(8)を次式で表わす。
α(主RJ2(盟 )2+(l一α)主主ー(1 三)= 0 ・H ・H ・....・H ・..・H ・.・H ・.(9) 
dx R* 
さらに，混合距離を次式で表わす。
(e/a)R*二 kX f (Y) ………………...・H ・...・H ・H ・H ・.….，・H ・...・H ・...・H ・(10)
壁面近傍ではk=0.4にとられるので こ乙でも k= 0.4 IL選んでおく o
修正係数αは遷移層が 5< X < 70である ζ とに注目
して，図 1の如く， M< X< Nの聞で直線で近似し 1
数値解析結果が普遍速度分布と最もよく一致するもの
を用いることにする o 式(9)より 6 
dwB+~B'I. +4AO …・ (11 ) 
dx 2A 
ここi乙，
O 
o M N X 
A=α(0.4 X f (Y) )2， B = 1 -α ，1 
~ (12) 
0=1 -X/R* 
図 l 修正係数
ここで， R事と Reとの聞の関係を求めておく O 式(5)を管摩擦係数 Aを用いて表わすと，
τw = ( ，l. / 8 ) Pv/ .・H ・.…..・H ・..・H ・H ・H ・.…..・H ・.…..・H ・..……...・H ・..……(13)
ζれより次式を得る。
Re = (.[否7T)R*…...・H ・...…-一一一...・H ・..…・・・…-…H ・H ・-……H ・H ・.…..・H ・.(14) 
4 数値解析
壁面から離れたところで，普遍速度分布がなり立っと仮定すると，式(9)及び (10)より，
f (Y) = ~ 1 -X/R本..・H ・.…..・H ・...・H ・H ・H ・..………...・H ・..・H ・...・H ・..……(15)
なる形状が考えられる。そ ζで，上式を用いて式(11)を解き，普遍速度分布
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W ニ 2.5'(;J X + 5.5…..・H ・.…..・H ・..……...・H ・..………...・H ・-…...・H ・...・H ・..…(16)
がなり立つように修正係数αを求めた O
数値計算はX=1，W=1を出発点と 30 
し，ルンゲ・クッタ法を用いて解いた。 E主
その結果， M=2，N=64f乙選んだと
き，すなわち
α= 0.01613 X -0.03225…(17) 
としたとき最もよく一致した。
図 2にその結果を示す。曲線④の実
線はR*= 3 X 104の場合であり，直線
②の細線は式(16)の普遍速度分布であ
り，両者は 60<玄でよく一致している。
曲線③の点線はR本ニ 200の場合で，直
線②より僅かに小さくなっている o R* 匡E
> 600では曲線④と殆んど一致する。
また，一点鎖線で示したのは， W=X 
の層流の場合を示している o
差分法を用いて解いた場合は， M= 20 
4， N = 76と選んだとき，すなわち
α= 0.01389 X -0.05556 (18) 
を用いたときが最もよく一致した。そ
の結果は，ルンゲ・クッタ法で解いた
ものと殆んど差はでて乙ない。
次いで混合距離 g= 0.4yなる関係が
よく用いられるので， f (Y) = 1の場
合も調べた。修正係数αは上記のもの
を用いた。乙の結果を図 3I乙示す。乙
の場合 R本=200， 1000， 5000の 3通
りについて数値計算を行った。 Xの値
がR*に近づくに従って，普遍速度分布
20 
から離れてしまい，式(16)の関係がな
り立たなくなる。
NikuradseはRe数の大きいとこ 10 
ろで，混合距離の実験式として次式を
与えている。
f / a= 0.14 -O. G8 (1 -y / a) 2 
-0.06 ( 1 -y/a)4…………(19) 
20 
10 
。
110102103X104 
図2 速度分布f(Y)=~γのとき
①W=xのとき，②式(16)，③R本=200 ，④R*= 3 X 104 
30 
??
?? ?
? ? ? ??? ????
???
???
?、 ??
??
10 
。
110102103X 104 
図 3 速度分布f(Y)ニ lのとき
つ l一 652一一 2565 30 I 1-一 8368 
。
1 103X104 
図4 速度分布f(Y)に式(20)を用いたとき
10 102 
これを用いると， f(Y)は次式で与えられる O
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f(Y) = 1 -1.1 Y +乱6Y 2 -0.15 Y 3 • .・H ・H ・H ・..……...・H ・..・H ・.…..・H ・.… (20)
式(20)を用いて，式(11)を解いた結果を図 4
0.16 
に示す。 R*の値は，図 6のNikuradseの実 ¥ 。
験値のRe数に対応する値である。乙の場合も，
相句吋・
0.12 
普遍速度分布と一致しないのがわかる。
混合距離として以上の 3通りのモデル巻用い 0.08 
た。との混合距離の関係を図 5tr.示した。以上
のモデルから，混合距離として式(15)を用いる 0.04 
のが一番適当であると思われる。図 6には，式
(15)を用いて解いた数値解析結果と実験値との
。。
比較を示した。
次に速度分布とし， W/WmとYとの
関係壱示したのが図 7である o Niku 
30 
radseの実験値のRe数民対応するR*
の値を式(14)より求めて，数値解析し 区
た結果を示した o Y= 0.1付近で実験 20 
値と少しずれるが，その他ではよくー
致している。
次に速度欠損分布を図 8tr.示した O
乙の場合， Re孟 105では次式と同じ値
となる。
10 
。
Wm-W=ー 5.75logY 
、?
?
??
?
， ，
?、
しかし， Re数が 105以下では壁面近傍で上式と
少し差が生じる O
壁面近傍の様子を詳しくみるために，片対数
表示で速度欠損分布を示したのが図 9である O
従来，速度欠損 (Wm-W)はYのみの関数で，
Re数によらないとされているが， Re<105では
壁面近傍で、Re数によって異なることがわかる。
次に，舌L流せん断応力を求める。式 (9)より
! -u'w'! = ( 1-x/R* ) 
一(1 -α) dw/dx ………...・H ・.(22) 
を得る。数値解析結果の値を用いて，上式によ
り乱流せん断応力を求めて図示したのが，図10
である。菱田(3)らの実験値と比較すると，ほぽ
0.2 0.4 0.6 0.8 1. 0 
Y/α 
図5 混合距離 ①は式(15)，②は式 (20)
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1 10 X 10. 102 103 
図6 速度分布 (WとXとの関係)
選
言。 8
0.6 
0.4 
0.2 
o Re=1.1xl06 
4) 1.1x105 
・ 2.3x 1 04 
Nikuradse 
o 
(} 0.2 0.4 0.6 0.8 Y 1.0 
図7 速度分布 (W/WmとYとの関係)
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1 
Re = 4xlO・
2xl0・
lxlO・
5.7xI03 
Y 0.1 
20 
10 
O 
0.01 
? ?
? ? ?
Re量 105
Re = 104 
Re=5. 7x 1 03 
10 
5 
〔????
速度欠損分布(片対数表示)
2x104 
1x 104 
Re=4x1Q4 
図9
1.0 
??
??
0.8 1. 0 
Y 
0.6 
速度欠損分布
0.4 0.2 
図8
。。
よく一致しているのがわかる O 。
• 
-U'W' 
とXとの関係を図示したのが図1である o Re 
数は 4X 104と2X 104について示した。比較
壁面近傍を詳しく調べるために，
1.0 
Y 
乱流せん断応力
。。のために， Van Driestのモデルによる解
図10も示した。
1.0 
、 ? 、
??
両者の差は小さく，大体一致し
そのまま数値解析すると，粘性の
影響が管中心にまで及んで普遍速
度分布を求めることはできない。
察
修正係数αを用いない式(8)を，
ていると思われる O
考5 
。5 < X < 70 本解析は遷移層が，
103 X 102 10 1 である乙とに着目して修正係数α
乱流せん断応力図1を線形で導入した。式 (11)を解く
に当って，ルンゲ・クッタ法によ
って解いた場合，図 1の如く αは(2， 0 )と (64，1)とを通る直線で近似できた。すなわち，遷移
層はX=2 '"-'64の聞にあることになる。また，差分法によって解いた場合は， X = 4 '" 76の聞に遷
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移層がある乙とになる。いずれにしても，遷移層が従来から実験によって 5< X < 70の聞にあると
いわれている値と，数値解析によって得られた値とほぼ等しくなる乙とが確かめられた。
次に，混合距離のモデルとして，種々考えられるが，運動方程式を忠実に解き，普遍速度分布を
得るためには， f(Y)の形状として，式(15)の如く与える必要があると思われる。 A.FEJERωら
は旋回流の数値解析に当って，混合距離を， y= 0... 0.1の聞では t=kyを， yニ 0.1.. 1の聞では
t=k(a-y)の如く仮定して求めている。
以上の ζ とから，円管内の乱流の場合，混合距離として次式を用いるのが適当でないかと思われ
るo
t/aニ k(y/a)Jl-y/a .・H ・..………...・H ・...・H ・.…..・H ・...・H ・.‘H ・H ・.(23) 
次に速度分布であるが，図?において解析結果と実験値が一致する乙と，及び図 8において， Re 
孟 105では従来から示されている式(21)とよく一致することから，本解析はかなりよい近似値を与
えていると思われる。しかし，速度欠損 (Wm-W)はRe < 105において，Y< 0.2で異なってくる o
Re数が小さくなると，その違いは益々大きくなる。従来，速度欠損はYのみの関数でRe数によ
らないとされているが，上述の如く， Re < 105ではRe数に依存することがわかる。
乱流せん断応力についてみると，本解析による値と菱田らの実験結果とよく一致する乙と，また，
Van Dries七のモデルによる解とも余り差がみられない。
以上の結果，本解析はかなりよい精度であると思われる O
6 結論
本解析の結果は以下のように要約される。
(1) 十分発達した円管内の流れを与える式は修正係数αを用いて，式(9)の如く近似できる。
(2) 修正係数αは，ルンゲ・クッタ法で解析する場合，次のように選べばよい。
X三五 2ではα=0， 2三五X三五64では式(17)，64 <Xではα=1
(3) 混合距離は式(23)で近似できる。
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